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4.4.1 有理函数的积分

4.4.2 可化为有理函数的积分举例

4.3 有理函数的积分



2

4.4.1 有理函数的积分
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有理函数:

nm ≤ 时, 为假分式; nm > 时, 为真分式

有理函数
相除

多项式 +  真分式

分解

若干部分分式之和

1.有理函数的分解
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其中部分分式的形式为
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确定部分分式系数的方法:

待定系数法、赋值法
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例1 将下列真分式分解为部分分式:
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通分,去分母得

比较系数得 从而

故 原式



5

.
1

5
1

5
2

21
5
4

2x

x

x +

+−
+

+
=

2
1(2)

(1 2 )(1 )x x+ +

),21)(()1(1 2 xCBxxA ++++=

,)2()2(1 2 ACxCBxBA +++++=








=+
=+
=+

,1
,02
,02

CA
CB
BA

,
5
1,

5
2,

5
4

=−==⇒ CBA

,
121 2x

CBx
x

A
+
+

+
+

=

)1)(21(
1

2xx ++
∴

整理得

解 设原式
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2. 有理函数的积分
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例1 （1）
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例2 求

解 已知
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例3 求

解 原式 x
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四种典型部分分式的积分:

CaxA +−= ln
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再分项积分
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例4 求
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解

说明 将有理函数分解为部分分式进行积分虽可行,

但不一定简便 , 因此要注意根据被积函数的结构寻求

简便的方法. ( )4 2 35 4 4 10x x x x′+ + = +
32(2 5 )x x= +
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例5 求

解 原式 ∫ ++
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按常规方法解:
∫ + 1

d
4x

x
第一步 令

比较系数定 a , b , c , d , 得

第二步 化为部分分式 .即令

比较系数定 A , B , C , D .
第三步 分项积分 . 此解法较繁!
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例6 求

分析
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例6 求 ∫ + 1
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例6 求

解 原式 ∫ +
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4.4.2 可化为有理函数的积分举例

设 表示三角函数有理式,

xxxR d)cos,(sin∫

令 2tan xt = 万能代换

t 的有理函数的积分

1.三角函数有理式的积分

则
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令 ,
2
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t2+

解 令 ,
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例7 求

.d
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sin1
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+ x
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例8 求

解 ∫=                        
原式

x
x

d2cos
1

222 tan bxa +
∫ +

= 222 )(tan
tand1

a
bx

x
a

1 arctan a )t( na x
ba b

= C+

说明 通常求含 xxxx cossincos,sin 22 及

的积分时, xt tan= 往往更方便.

的有理式

用代换

( )2
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t
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a
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a
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x
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=
+∫

1
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例9 求 .d
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解 因被积函数关于 cos x 为奇函数,可令 ,sin xt =
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注 若被积函数关于 sinx 为奇函数,可令 cost x=
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例11 求 .
21

d
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x

解 令 ,23 += xu 则
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2.简单无理函数的积分

被积函数为简单根式的有理式 ,可通过根式代换

化为有理函数的积分. ,d),(∫ + xbaxxR n

令 n bxat +=
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例12 求

解 为去掉被积函数分母中的根式,取根指数2 ,3的

最小公倍数6 , ,6tx = 则有

原式 ∫ +
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t
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1
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3
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令 6 ,t x=
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,p bxat +=令 ., 的最小公倍数为 nmp
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例13 求 .d11
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内容小结
1. 可积函数的特殊类型

有理函数

分解

多项式及部分分式之和

三角函数有理式
万能代换

简单无理函数

三角代换根式代换

2. 特殊类型的积分按上述方法虽然可以积出, 但不一定

要注意综合使用基本积分法, 简便计算.简便,
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练习. 求

解 原式 =

2tan xu =前式令

∫
+
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=
2
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1
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1

u
u

u
u

d
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2
2+

⋅

2
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2
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=

; 后式配元

)
2
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1arctan(
2

1 x
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